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TÓM TẮT 

Trong bối cảnh xã hội phát triển ở rất nhiều lĩnh vực, con người phải đối mặt và giải quyết nhiều 

bài toán tối ưu hóa với hàm mục tiêu ngày càng phức tạp. Nổi bật trong số đó là họ các bài toán tối ưu 

hóa có hàm mục tiêu với tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần, hay còn gọi là hàm DR-submodular 

(diminishing return submodular). Trong bài báo này, nhóm tác giả nghiên cứu một bài toán cụ thể thuộc 

họ bài toán trên, đó là tối đa hóa tầm ảnh hưởng cho việc lan truyền tiếp thị trên các cộng đồng của 

mạng xã hội. Nhóm tác giả áp dụng kỹ thuật duyệt dữ liệu theo luồng phát trực tiếp (streaming) để đề 

xuất thuật toán DR-SubOptStream cho bài toán và thu được kết quả khả quan cho cả dữ liệu lớn. Trong 

phần thực nghiệm, nhóm tác giả phải phân tích và tiền xử lý dữ liệu của mạng xã hội từ dạng đồ thị liên 

thông thông thường thành dạng dữ liệu đồ thị lưỡng cực. Sau đó, thuật toán DR-SubOptStream được 

chạy với một số bộ dữ liệu mạng xã hội dạng lưỡng cực đã được tiền xử lý. Kết quả thực nghiệm cho 

thấy thuật toán đề xuất có hàm mục tiêu đạt giá trị chấp nhận theo xấp xỉ và độ phức tạp tốt hơn thuật 

toán hiện có của dạng bài toán này.  

Từ khóa: Hàm DR-submodular, bài toán tối ưu, kỹ thuật luồng phát trực tiếp, dữ liệu đồ thị lưỡng cực. 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Trên các mạng xã hội (MXH), mỗi tài khoản người dùng có thể tham gia nhiều nhóm, mỗi nhóm 

còn được gọi là cộng đồng. Mỗi cộng đồng chứa số tài khoản có mật độ liên kết “dày đặc” với nhau. 

Các nhà sản xuất muốn quảng bá sản phẩm thông qua nền tảng MXH, sẽ có nhiều chiến lược khác nhau. 

Một trong những chiến lược là chọn và phân bổ “chi phí” tối thiểu cho các cộng đồng sao cho tác động 

lan truyền ảnh hưởng đến nhiều tài khoản người dùng nhất, hay còn được gọi là bài toán “tối đa hóa 

ảnh hưởng của lan truyền tiếp thị trên các cộng đồng mạng xã hội”. Để giải quyết bài toán này, cốt lõi 

không chỉ chọn các cộng đồng có nhiều thành viên là đủ, mà còn có nhiều yếu tố khác ràng buộc khác 

như: chi phí, thời gian chọn lựa cộng đồng, cộng đồng có chứa nhiều tài khoản là đối tượng khách hàng 

của sản phẩm quảng bá hay không, sự tương tác và ảnh hưởng của người dùng trong cộng đồng,… 

Nhóm tác giả gọi các ràng buộc trên là “chi phí ảnh hưởng” của cộng đồng mà nhà sản xuất cần bỏ ra 

để quảng bá sản phẩm tới người dùng, nhưng tổng chi phí không thể vượt một ngưỡng cố định. Nói 

cách khác, bài toán này cần tìm các cộng đồng mà có phân bổ “chi phí ảnh hưởng” nhỏ nhất  sao cho 

tác động lan truyền tới nhiều người dùng nhất, nghĩa là “lợi nhuận” đạt tối đa. Bài toán này thuộc nhóm 

bài toán tối ưu hóa có hàm mục tiêu thuộc dạng hàm submodular, và để giải bài toán, nhóm tác giả đề 

xuất thuật toán dựa trên việc tối ưu hóa hàm DR-submodular trong lưới nguyên dương. 

Hàm submodular là hàm số có tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần, được áp dụng để giải quyết 

nhiều bài toán tối ưu hóa [1]. Định nghĩa hàm submodular như sau: 

 Một hàm số 𝑓: 2𝑉 → ℝ+ được gọi là hàm submodular nếu và chỉ nếu: 

 𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵) ≥ 𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) (1.1) 
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∀𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑉 và 𝑉 là tập nền hữu hạn. Ngoài ra, có một định lý tương đương cho hàm submodular, đó là 

tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần (diminishing return – DR) của hàm submodular 𝑓: 

 𝑓(𝐴 ∪ 𝑣) − 𝑓(𝐴) ≥ 𝑓(𝐵 ∪ 𝑣) − 𝑓(𝐵) (1.2) 

∀𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑉và 𝑣 ∈ 𝑉\𝐵. 

Trong thời gian qua, các bài toán tối ưu hóa có hàm mục tiêu thuộc dạng hàm submodular đã thu 

hút nhiều nhóm nghiên cứu, đặc biệt trong các lĩnh vực thuộc khoa học máy tính, kinh tế [2]. Bởi vì mô 

hình thực tế của các bài toán đó có tính hiệu suất giảm dần của hàm mục tiêu. Ví dụ một số bài toán phổ 

biến như là: tóm tắt tài liệu [3,4], thiết lập vị trí các cảm biến [5], phân bổ chi phí, ngân sách [6,7], hay 

tối đa hóa ảnh hưởng trong lan truyền tiếp thị trên các MXH [8, 9], thiết kế hệ thống mạng [10], và tối 

ưu hóa tầm ảnh hưởng trong phân tích MXH [11]. 

Bài toán tối ưu hóa hàm submodular có mục tiêu là chọn tập con 𝑆 của tập nền 𝑉 sao cho giá trị 

𝑓(𝑆) đạt giá trị tối đa [8]. 

Phần lớn các nghiên cứu của bài toán tối ưu hóa này tập trung vào các hàm submodular trên một 

tập hợp. Nghĩa là, đầu vào của hàm mục tiêu là một tập con của tập nền và kết quả hàm trả về một giá 

trị xác định. Nhưng trong thực tế, có nhiều tình huống là không chỉ xác định một phần tử 𝑣 ∈ 𝑉được 

chọn hay không, mà còn chọn bao nhiêu bản sao của phần tử để hàm mục tiêu đạt tối đa. Nói cách khác, 

bài toán xem xét các hàm submodular trên một đa tập hợp (multiset), hoặc còn được gọi là hàm 

submodular trên mạng lưới số nguyên (gọi tắt là hàm submodular trên lưới nguyên) [12]. 

Một hàm 𝑓: ℤ
𝑉 → ℝ là hàm submodular trên lưới nguyên nếu ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ

𝑉
: 

 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥 ∧ 𝑦) + 𝑓(𝑥 ∨ 𝑦) (1.3) 

với 𝑥 ∧ 𝑦 hàm ý phép toán tối thiểu và 𝑥 ∨ 𝑦 hàm ý phép toán tối đa theo tọa độ của 𝑥 và 𝑦. 

2. CÁC NGHIÊN CỨU LIÊN QUAN 

Quá trình khảo sát các nghiên cứu liên quan cho thấy có nhiều phương pháp để giải quyết bài toán 

tối ưu hàm submodular nhưng nổi bật trong số đó là hai phương pháp dùng kỹ thuật tham lam (greedy) 

và luồng phát trực tiếp (streaming) [13].  

Nhiều nghiên cứu cho thấy kỹ thuật tham lam thường được áp dụng giải các bài toán tối ưu hóa 

vì kết quả đầu ra của kỹ thuật này tốt hơn các kỹ thuật khác do tính chất hoạt động “tham lam”. Thật 

vậy, do kỹ thuật tham lam duyệt tất cả dữ liệu, có thể duyệt nhiều lần để chọn phần tử cho kết quả tốt 

nhất. Tuy nhiên, đây cũng là yếu điểm của kỹ thuật tham lam, nó làm cho thuật toán chạy rất lâu, và do 

đó thậm chí kỹ thuật tham lam không thể áp dụng khả thi trên dữ liệu lớn. Ngược lại, kỹ thuật luồng 

phát trực tiếp chỉ duyệt dữ liệu một lần. Mỗi phần tử trong dữ liệu lần lượt được xét đến theo một trình 

tự nào đó (tùy vào bài toán), kỹ thuật luồng phát trực tiếp phải quyết định phần tử này được chọn hoặc 

không, trước khi xét đến phần tử tiếp theo. Do đó, kết quả đầu ra của thuật toán luồng phát trực tiếp có 

thể không tốt bằng kết quả của kỹ thuật tham lam vì các phần tử được chọn không phải là tốt nhất mà 

chỉ thõa điều kiện để được chọn. Nhưng điểm mạnh vượt trội của kỹ thuật luồng phát trực tiếp là thời 

gian thực thi nhanh hơn kỹ thuật tham lam rất nhiều. Vì vậy, kỹ thuật luồng phát trực tiếp thường phù 

hợp với dữ liệu lớn [14]. 

Thời gian gần đây có nhiều nghiên cứu được công bố liên quan đến bài toán tối ưu hóa hàm DR-

submodular trên lưới nguyên với nhiều ràng buộc khác nhau hoặc được xét trong ngữ cảnh khác nhau. 

Một số công trình tiêu biểu có thể kể đến như sau: 

Năm 2018, Soma và Yoshida phát triển thuật toán tham lam có ngưỡng với kỹ thuật liệt kê một 

phần các phần tử để giải quyết bài toán tối đa hóa hàm DR-submodular đơn điệu dưới ràng buộc “bài 

toán ba-lô” trên lưới nguyên [12]. Năm 2020, Gu và cộng sự đề xuất thuật toán dùng kỹ thuật tham lam 

đôi (double greedy algorithm) để giải quyết bài toán tối đa hóa hàm DR-submodular không đơn điệu 

[15]. Năm 2021, Liu và cộng sự giải quyết bài toán tối đa hóa hàm DR-submodular dưới ràng buộc “bài 

toán ba-lô” bằng kỹ thuật luồng phát trực tiếp [16]. Cùng năm 2021, Zhang và các cộng sự đề xuất thuật 

toán luồng phát trực tuyến để giải bài toán tối đa hóa hàm DR-submodular tăng đơn điệu trên lưới 

nguyên với ràng buộc số lượng cho tập chọn phần tử [17]. Năm 2022, Gong và cộng sự nghiên cứu bài 

toán tối đa hóa hàm DR-submodular trên lưới nguyên dưới ràng buộc “bài toán ba-lô”, và đã đề xuất 

thuật toán dùng kỹ thuật tham lam có ngưỡng khi xét duyệt các phần tử [18].  
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Trong bài báo này, nhóm tác giả tập trung nghiên cứu bài toán tối đa hóa tầm ảnh hưởng của việc 

lan truyền tiếp thị trên các cộng đồng của mạng xã hội dựa trên bài toán tối đa hóa hàm DR-submodular 

trên lưới nguyên dương. Đây là một biến thể thuộc họ bài toán tối ưu hóa hàm DR-submodular trên lưới 

nguyên [12]. Qua quá trình khảo sát các nghiên cứu liên quan, Zhang và các cộng sự đã xây dựng thuật 

toán mới để giải quyết một dạng bài toán cùng họ với bài toán mà nhóm tác giả nghiên cứu trong bài 

báo này. Đó là tối đa hóa hàm DR-submodular đơn điệu trên lưới nguyên dưới ràng buộc về số lượng 

phần tử được chọn. Thuật toán của Zhang  đã sử dụng kỹ thuật luồng phát trực tuyến (Cardinality 

constraint/DR-submodular, gọi tắt là CaDR-sub).  Độ phức tạp của CaDR-sub là 𝑂 (
𝑘

𝜀
(𝑙𝑜𝑔 𝑘)2) [17]. 

Dựa vào ưu điểm của kỹ thuật luồng phát trực tiếp, nhóm tác giả đề xuất một thuật toán mới, gọi là thuật 

toán DR-SubOptStream. Thuật toán này cải tiến dựa trên kỹ thuật luồng phát trực tuyến Sieve  cho bài 

toán nói trên [21]. Thuật toán mà nhóm tác giả đề xuất có độ phức tạp là 𝑂 (
𝑛

𝜀
𝑙𝑜𝑔 (

1

𝜀
𝑙𝑜𝑔 𝑇𝑚𝑎𝑥) 𝑙𝑜𝑔 𝑘). 

Để kiểm chứng hiệu quả của thuật toán, nhóm tác giả tiến hành thực nghiệm với một số dữ liệu của các 

MXH đã được tiền xử lý, bằng cách chuyển từ dữ liệu dạng đồ thị liên thông thông thường sang dạng 

dữ liệu lưỡng cực cho phù hợp với việc ứng dụng trong bài toán tối đa hóa tầm ảnh hưởng của việc lan 

truyền tiếp thị trên các cộng đồng của MXH. 

Phần còn lại của bài báo được tổ chức gồm những nội dung như sau: phần 3 trình bày lý thuyết và 

định nghĩa của bài toán; phần 4 giới thiệu thuật toán đề xuất; phần 5 mô tả quá trình xử lý chuyển dữ 

liệu dạng đồ thị thông thường sang dạng đồ thị lưỡng cực; phần 6 phân tích kết quả thực nghiệm, và 

cuối cùng phần 7 tổng kết nội dung bài báo. 

3. TỐI ĐA HÓA HÀM DR-SUBMODULAR TRÊN LƯỚI NGUYÊN DƯƠNG 

3.1 Một số ký hiệu 

Bài báo này sử dụng một số ký hiệu liên quan tập hợp và không gian véc-tơ trên tập hợp của mạng 

lưới số nguyên dương như sau [19]: 

(1)  Cho tập nền 𝑽 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, . . . , 𝒗𝒏}, quy ước 𝒙(𝒊) là giá trị thành phần 𝒊 trong véc-tơ 𝒙, với 𝒙 ∈
ℤ+

𝑽 , và ∀𝒗 ∈ 𝑽, quy ước véc-tơ đơn vị tại vị trí của 𝒗 là 𝜸𝒗(𝒖), với 𝜸𝒗(𝒖) = 𝟏 nếu 𝒗 = 𝒖, 

ngược lại 𝜸𝒗(𝒖) = 𝟎  nếu 𝒖 ≠ 𝒗. 

(2) [𝒌] là tập các số tự nhiên từ 1 đến 𝒌. 

(3) Cho véc-tơ 𝒙 ∈ ℤ+
𝑽

, quy ước {𝒙}là đa tập hợp mà phần tử 𝒗 ∈ 𝑽có giá trị thành phần tại 𝒗 là 

𝒙(𝒗)
 lần. 

(4) Cho 𝑨 ⊆ 𝑽, 𝒙(𝑨) = ∑𝒂∈𝑨𝒙(𝒂) và 𝒔𝒖𝒑𝒑+(𝒙)  =  {𝒗 ∈ 𝑽|𝒙(𝒗) > 𝟎}. 

(5) Theo khái niệm chuẩn (norm) của véc-tơ, có các ký hiệu như sau: 

‖𝒙‖∞ = 𝒎𝒂𝒙𝒗∈𝑽𝒙(𝒗) và  ‖𝒙‖𝟏 = ∑𝒗∈𝑽𝒙(𝒗). 

(6) Cho 2 véc-tơ 𝒙, 𝒚 ∈ ℤ+
𝑽

,  

(6.1)   𝒙 < 𝒚 có nghĩa là ∀𝒗 ∈ 𝑽, 𝒙(𝒗) ≤ 𝒚(𝒗). 

(6.2)   (𝒙 ∧ 𝒚)(𝒗) = 𝒎𝒊𝒏{𝒙(𝒗), 𝒚(𝒗)} 

(6.3)   (𝒙 ∨ 𝒚)(𝒗) = 𝒎𝒂𝒙{𝒙(𝒗), 𝒚(𝒗)} 

(6.4)  𝒙 + 𝒚 =  {𝒙 + 𝒚} là đa tập hợp mà phần tử 𝒗 ∈ 𝑽có giá trị thành phần tại 𝒗 là 𝒙(𝒗) + 𝒚(𝒗) 

lần. Từ đó, suy ra: 𝒙 − 𝒚 =  𝒙 + (−𝒚). 

(6.5)   Cho hàm 𝒇: ℤ+
𝑽 → ℝ+,𝒇(𝒙|𝒚)   =  𝒇(𝒙 + 𝒚) − 𝒇(𝒚) = 𝒇(𝒛) 

với 𝒛(𝒗) = 𝟎 nếu kết quả sau khi tính  𝒇(𝒙|𝒚) của 𝒛(𝒗) < 𝟎.  

Ngoài ra, trong Bảng 1, nhóm tác giả giải thích ý nghĩa thêm cho một số ký hiệu được dùng trong 

bài báo này. 
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 Bảng 1. Ý nghĩa các ký hiệu dùng trong bài báo. 

Ký hiệu Mô tả ý nghĩa 

V Tập nền, 𝑽 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, . . . , 𝒗𝒏} 

n Số phần tử của tập nền V 

𝟐𝑽 Họ các tập con của tập nền V 

A,B Các tập con bất kỳ của V 

𝑥, 𝑦 Các véc-tơ bất kỳ thuộc không gian ℤ
𝑉

 

𝛾𝑣 Véc-tơ đơn vị tại tọa độ 𝑣, 𝑣 ∈ 𝑽 

{𝑥} 
Đa tập hợp chứa các phần tử 𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉 trong véc-tơ 𝑥và mỗi phần tử 𝑣 có thể được 

chọn nhiều lần. 

𝑥(𝑣), 𝑦(𝑣) Giá trị tọa độ của 𝑣 trong véc-tơ 𝑥, 𝑦 với 𝑣 ∈ 𝑽 

𝑥(𝑽) 
Tổng số phần tử (tính số bản sao) của mọi phần tử trong V mà được chọn vào véc-

tơ 𝑥, nói cách khác 𝒙(𝑽) = ∑𝒗∈𝑽𝒙(𝑽) 

𝜊 Véc-tơ 0 với giá trị 𝜊(𝑣) = 0, ∀𝑣 ∈ 𝑉 

𝑻 Véc-tơ chặn trên của véc-tơ x trong bài toán đang xét (𝜊 ≤ 𝑥 ≤ 𝑻) 

‖𝑥‖∞ Chuẩn vô hạn (infinity norm) của véc-tơ 𝑥, ‖𝑥‖∞ = 𝑚𝑎𝑥𝑣∈𝑉𝑥(𝑣) 

‖𝑥‖1 Chuẩn 1 (taxicab norm) của véc-tơ 𝑥, ‖𝑥‖1 = ∑𝑣∈𝑉𝑥(𝑣) 

𝑻𝒎𝒂𝒙 Chuẩn vô hạn của véc-tơ 𝑻, 𝑻𝒎𝒂𝒙 = ‖𝑻‖∞ 

𝑶𝒑𝒕 Giá trị tối ưu nhất (tốt nhất) của hàm mục tiêu 𝒇 

𝒌 
Chặn trên của tổng số phần tử trong véc-tơ 𝑥 trên lưới nguyên dương ℤ+

𝑉 , 𝑥(𝑉) ≤
𝑘 

3.2 Định nghĩa bài toán 

Định nghĩa 1. Hàm DR-submodular trên lưới nguyên dương 

Cho hàm số 𝒇: ℤ+
𝑽 → ℝ+là hàm đơn điệu nếu ∀𝒙, 𝒚 ∈ ℤ+

𝑽và 𝒙 ≤ 𝒚 thì 𝒇(𝒙)  ≤ 𝒇(𝒚), và f  có tính lợi 

nhuận hiệu suất giảm dần của hàm submodular trên lưới nguyên dương nếu  

 𝑓(𝑥 + 𝛾𝑣) − 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑦 + 𝛾𝑣) − 𝑓(𝑦) (1.4) 

với 𝑣 ∈ 𝑉và 𝛾𝑣là véc-tơ đơn vị, có tọa độ của 𝑣 là 1 và các phần tử khác là 0. 

Định nghĩa 2. Bài toán tối đa hóa hàm DR-submodular trên lưới nguyên dương (gọi tắt là bài toán 

ĐN2) 

Cho f là hàm DR-submodular trên lưới nguyên dương, véc-tơ 𝑻 ∈ ℤ+
𝑽  là véc-tơ chặn trên, 

𝑻𝒎𝒂𝒙 = ‖𝑻‖∞ và số nguyên 𝒌 ≥ 𝟎, bài toán ĐN2 cần tìm véc-tơ 𝒙 ∈ ℤ+
𝑽  thõa điều kiện 𝝄 ≤ 𝒙 ≤ 𝑻và 

𝒙(𝑽) ≤ 𝒌 sao cho 𝒇(𝒙) đạt giá trị tối đa. 

Nhóm tác giả áp dụng bài toán ĐN2 vào một biến thể thực tế của nó, là tối đa hóa tầm ảnh hưởng 

của việc lan truyền tiếp thị trên các cộng đồng của MXH.  

Vì bài toán ĐN2 thực hiện trên mạng lưới nguyên nên dữ liệu thực nghiệm phải có dạng đồ thị 

lưỡng cực [19]. Hình 1 minh họa một ví dụ về đồ thị lưỡng cực. 

 

Hình 1. Đồ thị lưỡng cực với 2 tập nút V1 có 3 đỉnh màu xanh và V2 có 5 đỉnh màu đỏ, 

tập cạnh là các cạnh nối giữa các đỉnh thuộc V1 và V2 
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Đồ thị lưỡng cực (đồ thị hai phía - bipartite graph): là đồ thị trong đó các đỉnh có thể được chia thành 

hai tập hợp rời nhau sao cho tất cả các cạnh đều nối một đỉnh trong tập hợp này với một đỉnh trong tập 

hợp khác, không có cạnh nào nối giữa các đỉnh trong các tập rời rạc.[20] 

Diễn giải bài toán ĐN2 ở dạng đồ thị  cho việc phân tích và thực nghiệm như sau: 

Cho đồ thị G dạng lưỡng cực thể hiện dữ liệu của một MXH, 𝐺(𝑉; 𝐸) với V là tập các đỉnh được chia 

thành 2 phần (V1; V2), V1 được định nghĩa là tập các cộng đồng của MXH, V2 là tập các người dùng trên 

MXH; 𝐸 ⊆ 𝑉1 × 𝑉2là tập các cạnh. Mỗi nút 𝑣1 ∈ 𝑉1có một giá trị 𝜏𝑣1
∈ ℤ+thể hiện “chi phí tối đa” có thể 

cấp cho cộng đồng 𝑣1. Mỗi cạnh 𝑣1𝑣2 ∈ 𝐸 được liên kết có kèm trọng số 𝑝(𝑣1𝑣2) ∈ [0; 1], có nghĩa là 

khi chọn cộng đồng 𝑣1 sẽ có xác suất 𝑝(𝑣1𝑣2) lan truyền ảnh hưởng đến người dùng 𝑣2. Mỗi cộng đồng 

𝑣1 sẽ được phân bổ một chi phí 𝑥(𝑣1) ∈ {0,1, . . . , 𝜏𝑣1
} sao cho ∑𝑣1∈𝑉1

𝑥(𝑣1) ≤ 𝑘. Hàm mục tiêu f của bài 

toán là tìm 𝑥 chứa các cộng đồng 𝑣1 sao cho tác động lan truyền đến số người dùng 𝑣2 là tối đa theo công 

thức (1.5) đã được chứng minh trong nghiên cứu của Soma và cộng sự [19], như sau: 

 𝑓: ℤ+
𝑉 → ℝ+với 𝑓(𝑥) = ∑

𝑣2∈𝑉2

(1 − ∏
𝑣1𝑣2∈𝐸

(1 − 𝑝(𝑣1𝑣2))𝑥(𝑣1)) (1.5) 

4. ĐỀ XUẤT THUẬT TOÁN  

Dựa vào ý tưởng của thuật toán luồng phát trực tiếp Sieve trong nghiên cứu của Badanidiyuru và 

các cộng sự trong nghiên cứu [21], nhóm tác giả của bài báo này đề xuất thuật toán luồng phát trực tiếp 

cải tiến để giải bài toán ĐN2, được gọi là thuật toán DR-SubOptStream. 

Ý tưởng chính của thuật toán DR-SubOptStream là: với mỗi phần tử 𝑣 khi được duyệt, tìm tập các 

phương án 𝑥𝜇dựa vào giá trị xấp xỉ 𝜀, và tìm tập I chứa các giá trị có khả năng là số lượng bản sao 

của 𝑣 chọn vào 𝑥𝜇dựa vào 𝜀 và T. Sau đó với mỗi phương án 𝑥𝜇, dựa vào I, tìm số lượng bản sao nhỏ 

nhất k’ của v đưa vào 𝑥𝜇sao cho giá trị hàm mục tiêu của 𝑣 thỏa điều kiện xấp xỉ 𝜀 và chi phí k. Kết 

quả là  𝑓(𝑥𝜇) với𝑓(𝑥𝜇) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝑥𝜇,𝜇∈𝑂 𝑓 (𝑥𝜇). 

Trong thuật toán này, nhóm tác giả cải tiến so với phương pháp Sieve đó là tìm trước tập I dựa theo 

ngưỡng T và 𝜀 để thu nhỏ phạm vị tìm giá trị số lượng bản sao được chọn của 𝑣 vào 𝑥𝜇. Cải tiến này 

giúp tiết kiệm thời gian tìm kiếm nhưng vẫn đảm bảo điều kiện xấp xỉ 𝜀 và chi phí k. 

a. Thuật toán DR-SubOptStream 

❖ Đầu vào: hàm f, T, k và 𝜀, với 𝜀 là xấp xỉ tối đa của kết quả so với 𝑂𝑝𝑡. 

❖ Đầu ra: một véc-tơ kết quả 𝑥 có xấp xỉ theo 𝜀. 

 

1. 1 𝑂: = ∅, với O là tập hợp 𝑂 = {(1+𝜀)𝜇|𝜇 ∈ ℤ+} 

2. 2 𝑥𝜇: = ∅, ∀𝜇 ∈ 𝑂; 𝑚𝑓: = 0 

3. 3 for 𝑣 ∈ 𝑉do { 

4. 4  𝑚𝑓: = 𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑓, 𝑓(𝛾𝑣)) 

5. 5  𝑂: = {(1+𝜀)𝜇|𝜇 ∈ ℤ+, mf ≤ (1+𝜀)𝜇 ≤ 2𝑘. 𝑚𝑓} 

6.   𝐽: = {⌈𝑇(𝑣)(1-𝜀)𝑖⌉|𝑖 ∈ ℤ+ 𝑠ao cho 1 ≤ 𝑇(𝑣)(1-𝜀)𝑖 ≤ 𝑇(𝑣)} 

7.   𝐼: = {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖|𝐽|}với 𝑖1 < 𝑖2. . . < 𝑖|𝐽| 

8.   for 𝜇 ∈ 𝑂do { 

9.    Tìm 𝑘𝑣 = 𝑚𝑖𝑛 (𝑖 ∈ 𝐼: 𝑓(𝑖 ∗ 𝛾𝑣|𝑥𝜇) <
𝑖𝜇

2𝑘
) 

10.    𝑙: = 𝑚𝑖𝑛(𝑘𝑣 , 𝑘 − ‖𝑥𝜇‖1) 

11.    if 𝑙 ≠ 0 then 

12.     𝑥𝜇+= 𝑙. 𝛾𝑣 

13.    else break; 

14.   } 

15.  } 

16.  return 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝑥𝜇,𝜇∈𝑂 𝑓(𝑥𝜇) 
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b. Phân tích thuật toán 

Dựa theo chứng minh về độ phức tạp của thuật toán luồng phát trực tiếp trong nghiên cứu [21] của 

Badanidiyuru và cộng sự, mỗi phần tử trong tập V chỉ cần duyệt một lần, nên lệnh for ở dòng 3 thực 

hiện n lần lặp. 

 Gọi t là số phần tử của O, 𝑡 = |𝑂|, ta có:  

 𝑡 ≤
1

𝜀
𝑙𝑜𝑔 𝑘 (1.6) 

Để tìm 𝑘𝑣trong mỗi phương án 𝜇 của ta có:  

 𝑙𝑜𝑔 | 𝐼| = 𝑂 (𝑙𝑜𝑔 (
1

𝜀
𝑙𝑜𝑔 𝑇𝑚𝑎𝑥)), với 𝑇𝑚𝑎𝑥 = ‖𝑇‖∞ = 𝑚𝑎𝑥𝑣∈𝑉 𝑇(𝑣)  (1.7) 

Như vậy độ phức tạp của thuật toán này là 𝑂 (
𝑛

𝜀
𝑙𝑜𝑔 (

1

𝜀
𝑙𝑜𝑔 𝑇𝑚𝑎𝑥) 𝑙𝑜𝑔 𝑘). 

5. XỬ LÝ DỮ LIỆU 

Theo diễn giải bài toán ở trên, dữ liệu để thực nghiệm cho bài toán này phải là dữ liệu dạng lưỡng 

cực của MXH. Tuy nhiên qua quá trình khảo sát, chưa có bộ dữ liệu lưỡng cực chuẩn nào của MXH, 

mà hầu hết các dữ liệu chuẩn của MXH đều ở dạng đồ thị thông thường (có tập đỉnh và nút liên thông 

nhau) [22]. Vì vậy, nghiên cứu này đã thực hiện một bước tiền xử lý dữ liệu trước khi thực nghiệm cho 

bài toán này. Đó là xây dựng dữ liệu đồ thị lưỡng cực cho MHX từ bộ dữ liệu đồ thị thông thường của 

nó. Các bộ dữ liệu của MXH được nhóm tác giả lấy từ SNAP (Stanford Network Analysis Project – thư 

viện khai thác đồ thị và phân tích mạng của Jure Leskovec và cộng sự, thuộc trường đại học Stanford, 

Hoa Kỳ [22]).  

Quá trình thực hiện chuyển đồ thị thông thường 𝑮𝒕𝒕(𝑽𝒕𝒕; 𝑬𝒕𝒕) thành đồ thị lưỡng cực 𝑮𝒍𝒄(𝑽𝒍𝒄; 𝑬𝒍𝒄) 

(với 𝑽𝒍𝒄 = (𝑽𝟏; 𝑽𝟐)) như sau: 

Dùng thuật toán phát hiện cộng đồng (detecting communities) để tìm các cộng động trong đồ thị của MXH.  

  Mỗi cộng đồng tìm được trong 𝑮𝒕𝒕 chuyển thành một đỉnh 𝒗𝟏 trong trập 𝑽𝟏. 

  Các đỉnh 𝒗 ∈ 𝑽𝒕𝒕 chuyển thành 𝒗𝟐 ∈ 𝑽𝟐 

  Cạnh 𝒗𝟏𝒗𝟐 ∈ 𝑬𝒍𝒄 nếu 𝒗𝟐 có thuộc về cộng đồng 𝒗𝟏. 

 Trọng số 𝒑(𝒗𝟏𝒗𝟐) của cạnh 𝒗𝟏𝒗𝟐 được tính theo công thức 𝒑(𝒗𝟏𝒗𝟐) =
𝒅𝒆𝒈𝒓𝒆𝒆(𝒗𝟐 𝑖𝑛 𝒗𝟏)

𝒎𝒂𝒙_𝒅𝒆𝒈𝒓𝒆𝒆 𝒊𝒏 𝒗𝟏
 với 

𝒅𝒆𝒈𝒓𝒆𝒆(𝒗𝟐𝒊𝒏 𝒗𝟏): số bậc của 𝒗𝟐 trong 𝒗𝟏;  𝒎𝒂𝒙_𝒅𝒆𝒈𝒓𝒆𝒆 𝑖𝑛 𝒗𝟏: số bậc lớn nhất trong 𝒗𝟏. Công 

thức tính 𝒑(𝒗𝟏𝒗𝟐)được dựa theo nghiên cứu của Nicolas Dugu´e và Anthony Perez [23]. Hình 2 minh 

họa quá trình chuyển đồ thị thông thường Gtt thành đồ thị lưỡng cực Glc. 

 

Hình 2. Minh họa chuyển đồ thị thông thường Gtt thành đồ thị lưỡng cực Glc. 

Trong quá trình xử lý dữ liệu này, nhóm tác giả đã nghiên cứu và áp dụng hai thuật toán phát hiện 

cộng đồng, đó là Clauset-Newman-Moore greedy (gọi tắt là Greedy) [22] và Directed Louvain [23], để 

so sánh hiệu quả của chúng. Chi tiết của kết quả này được trình bày ở phần thực nghiệm. 
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6. KẾT QUẢ THỰC NGHIỆM 

6.1 Thực nghiệm chuyển dữ liệu từ dạng đồ thị thông thường sang đồ thị lưỡng cực 

Bài báo này chọn ba bộ dữ liệu MXH có kích thước số nút và số cạnh khác nhau từ hệ thống 

SNAP. Các thông tin của dữ liệu trình bày trong Bảng 2, gồm:  

Email-Eu-core network: Mạng được tạo bằng dữ liệu email từ một tổ chức nghiên cứu lớn ở 

châu Âu, Có một cạnh (u, v) trong mạng nếu người u gửi cho người v ít nhất một email. Các e-mail chỉ 

thể hiện sự liên lạc giữa các thành viên của tổ chức và tập dữ liệu không chứa các tin nhắn đến hoặc đi 

đến phần các người không thuộc mạng [25]. 

Social circles- Facebook: Tập dữ liệu này bao gồm 'danh sách bạn bè' từ Facebook. Dữ liệu 

Facebook được thu thập từ những người tham gia khảo sát bằng ứng dụng Facebook. Tập dữ liệu bao 

gồm các tính năng nút (hồ sơ), vòng kết nối trong danh sách bạn bè [26]. 

Social circles-Twitter: Tập dữ liệu này bao gồm 'danh sách bạn bè' từ Twitter. Dữ liệu Twitter được 

thu thập từ các nguồn công cộng. Tập dữ liệu bao gồm các tính năng nút (hồ sơ), vòng kết nối [26]. 

Bảng 2. Mô tả dữ liệu thực nghiệm và kết quả sau khi chuyển thành đồ thị lưỡng cực 

Tên dữ liệu Số nút Số cạnh 
Số cộng đồng phát hiện được 

Greedy Directed Louvain 

Email-Eu-core network 1.005 25.571 35 26 

Social circles-Facebook 4.039 88.234 11 16 

Social circles-Twitter 81.306 1.768.149 244 85 

 
Hình 3. Kết quả số cộng đồng được phát hiện của 3 bộ dữ liệu tương ứng với 2 kỹ thuật Greedy 

và Directed Louvain 

Sau quá trình thực hiện tiền xử lý dữ liệu, chuyển từ đồ thị thông thường sang đồ thị lưỡng cực 

bằng 2 kỹ thuật Greedy và Directed Louvain, kết quả thu được như ở Bảng 2 và các Hình 3, 4, 5 và 6. 

 

Hình 4. Kết quả số cộng đồng và mật độ kích thước cộng đồng phát hiện được của bộ dữ liệu 
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Thông qua thực nghiệm chuyển đổi dạng đồ thị (ở Bảng 2 và Hình 3, 4, 5, 6), kết quả có thể thấy: 

tùy theo đặc trưng của mỗi dữ liệu mà số cộng đồng được phát hiện của mỗi thuật toán sẽ khác nhau. 

Nhìn chung, Greedy thường phát hiện số cộng đồng nhiều hơn và mật độ “dày đặc” của các cộng đồng 

cao hơn thuật toán Directed Louvain. Điều này là hiển nhiên vì Greedy có tính “tham lam” sẽ phát hiện 

cộng đồng, số thành viên cùng cộng đồng sao cho nhiều nhất có thể, trong khi Directed Louvain chỉ cần 

phát hiện cộng đồng có độ “gắn kết” đạt ngưỡng yêu cầu là thuật toán dừng, để chuyển tìm cộng đồng 

tiếp theo. Đánh đổi cho kết quả đó, Greedy thường có thời gian thực thi lâu hơn Directed Louvain. Vì 

vậy tùy vào yêu cầu của dữ liệu đầu ra mà người dùng lựa chọn thuật toán cho phù hợp.  

 

Hình 5. Kết quả số cộng đồng và mật độ kích thước cộng đồng phát hiện được của bộ dữ liệu 

Social circles-Facebook 

Trong nghiên cứu này, nhóm tác giả chạy cả hai thuật toán và chọn kết quả nào phát hiện được 

nhiều cộng đồng thì chuyển thành dữ liệu lưỡng cực để thực nghiệm cho bài toán ĐN2. 

 
Hình 6. Kết quả số cộng đồng và mật độ kích thước cộng đồng phát hiện được của bộ dữ liệu 

Social circles-Twitter 

6.2 Thiết lập tham số cho quá trình thực nghiệm bài toán ĐN2 

Nhằm kiểm chứng hiệu quả của thuật toán đề xuất, nhóm tác giả tiến hành thực nghiệm để so sánh 

kết quả thuật toán DR-SubOptStream và CaDR-sub (Zhang và cộng sự [17]). Để thực nghiệm được hiệu 

quả, nhóm tác giả chọn kết quả xử lý tiền dữ liệu nào có số cộng đồng phát hiện được nhiều hơn và mật 

độ liên kết trong cộng đồng vẫn đảm bảo ngưỡng cho phép. Các tham số trong thực nghiệm được thiết 

lập như sau: 𝜀 = 0.1, 𝑇𝑚𝑎𝑥 = 5 cho cả 3 bộ dữ liệu; dựa vào kích thước số nút và số cạnh của mỗi bộ 

mà chọn 𝑘 ∈ {20, 30, 40, 50} cho bộ email-Eu-core network, 𝑘 ∈ {80, 100, 120} cho bộ Social circles-

Facebook, và 𝑘 ∈ {180, 190, 200, 250, 300} cho bộ Social circles Twitter. 

6.3 Kết quả thực nghiệm 

Phần này thảo luận và đánh giá các kết quả thực nghiệm để làm rõ những ưu điểm và hạn chế của 

hai thuật toán DR-SubOptStream và CaDR-sub thông qua hai giá trị quan trọng, là giá trị hàm mục tiêu 

𝒇(𝒙) (tầm ảnh hưởng lan truyền - influence) và thời gian thực thi (time). Kết quả thực nghiệm trên ba 

bộ dữ liệu trình bày rõ trong các Hình 7, 8, 9. 

Nhận xét tổng thể, thuật toán CaDR-sub thu được giá trị tầm ảnh hưởng nhiều hơn thuật toán DR-

SubOptStream nhưng đánh đổi là thời gian thực thi lâu hơn. Cụ thể, riêng với bộ dữ liệu Social circles: 

Facebook, có thể do cấu trúc của dữ liệu mà DR-SubOptStream chiếm ưu thế hoàn toàn, vừa có thời 

gian thực thi nhanh hơn từ 1,11 đến 1,33 lần và tầm ảnh hưởng lớn hơn 1,03 lần. 
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Hình 7. Kết quả thực nghiệm so sánh thời gian và tầm ảnh hưởng của 2 thuật toán  

trên bộ dữ liệu email-Eu-core network 

Ngoài ra, một điều có thể dễ dàng nhận thấy, ở cả ba bộ dữ liệu, khi k càng tăng thì độ lớn về thời 

gian thực thi của CaDR-sub càng tăng so với DR-SubOptStream. Trong khi đó, khoảng cách giá trị tầm 

ảnh hưởng của DR-SubOptStream càng được tiệm cận với giá trị tầm ảnh hưởng của CaDR-sub. Do đó, 

lợi ích về thời gian của thuật toán DR-SubOptStream là điểm mạnh đáng kể để so sánh với sự chênh 

lệch về tầm ảnh hưởng. 

 

Hình 8. Kết quả thực nghiệm so sánh thời gian và tầm ảnh hưởng của hai thuật toán trên bộ dữ liệu 

Social circles: Facebook 

 
Hình 9. Kết quả thực nghiệm so sánh thời gian và tầm ảnh hưởng  

của hai thuật toán trên bộ dữ liệu Social circles: Twitter. 

7. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, nhóm tác giả nghiên cứu bài toán tối đa hóa hàm DR-submodular trên lưới 

nguyên dương và ứng dụng trong tối đa hóa tầm ảnh hưởng của việc lan truyền tiếp thị trên các cộng 

đồng của mạng xã hội. Đồng thời, nghiên cứu này cũng đề xuất một quy trình xử lý dữ liệu từ dạng đồ 

thị thông thường sang dạng đồ thị lưỡng cực. Qua quá trình thực nghiệm trên 3 bộ dữ liệu MXH, kết 

quả cho thấy ưu điểm của thuật toán đề xuất DR-SubOptStream có khả năng mở rộng cho dữ liệu lớn 

khi dữ liệu càng mở rộng, chi phí cấp càng tăng thì tầm ảnh hưởng và thời gian thực thi càng thể hiện 

tính vượt trội khi so sánh với thuật toán CaDR-sub. 

Trong công việc nghiên cứu tiếp theo, nhóm tác giả sẽ tập trung vào nghiên cứu bài toán tối ưu 

hóa hàm DR-submodular đơn điệu và không đơn điệu ứng dụng trong các bài toán học máy, hoặc trong 

ngữ cảnh của ràng buộc về giới hạn thời gian và chi phí. 
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ABSTRACT 

OPTIMIZING THE DR-SUBMODULAR FUNCTION ON THE INTEGER LATTICE  

TO MAXIMIZE THE INFLUENCE OF VIRAL MARKETING ON COMMUNITIES  

IN SOCIAL NETWORKS 

Nguyen Thi Bich Ngan, Nguyen Truong Phat, Do The Sang, Pham Nguyen Huy Phuong 

Ho Chi Minh City University of Industry and Trade 

*Email:  phuongpnh@huit.edu.vn 

As society continues to develop, individuals encounter increasingly complex optimization problems 

with multiple objectives to achieve. One such problem is optimizing a DR-submodular function, 

characterized by diminishing returns. In this article, we focus on maximizing the influence of marketing 

spread on social network communities, using a novel technique known as streaming data browsing. Our 

proposed DR-SubOptStream algorithm yields positive results, achieving an acceptable approximation of 

the objective function value and better complexity than existing algorithms. To conduct experiments, we 

transform social network data from a connected graph form to bipartite data form and then run the 

algorithm on preprocessed datasets. Overall, our findings demonstrate the effectiveness of our approach 

in solving this type of problem. 

Keywords: DR-submodular function, optimization problem, streaming algorithm, Sieve streaming 

algorithm, bipartite graph. 
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